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V) , RÉSUMÉ. Les fonctions plurisousharmoniques négatives dans un domaine 

fi de C n forment un cône convexe. Nous considérons les points extré- 
maux de ce cône, et donnons trois exemples. En particulier, nous traitons 
le cas de la fonction de Green pluricomplexe. Nous calculons celle du 
bidisque, lorsque les pôles se situent sur un axe. Nous montrons que cette 
fonction ne se confonde pas avec la fonction de Lempert correspondante. 
ri ■ Cela donne un contre-exemple à une conjecture de Dan Coman. 
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1. Introduction 

ï> | Cet article a deux intentions : de donner quelques exemples de points 

extrémaux dans le cône des fonctions plurisousharmoniques négatives, et de 
donner des exemples de domaines convexes où la fonction de Green pluri- 
rf"} ' complexe à plusieurs pôles ne se confonde pas avec la fonction de Lempert 

correspondante. Les deux buts sont liés. Les résultats de 1' article actuel sont 
signalés dans les prépublications [Car-Wiel ] et | Car-Wie2[] . 
-■»». ■ Soit C un cône convexe de sommet dans un espace vectoriel V. Un 

point x € C est contenu dans une génératrice extrémale si x = x\ + X2 où 
xi, X2 G C entraîne x\ = \\x, X2 = X2X , où Ai, A2 > 0. Par abus de langage 
on appelle x un point extrémal, voir Cho|. Si l'on munit C d'une topologie 



J> , métrisable, le sous-ensemble E des points extrémaux sera un ensemble G$- 

On appelle C cône à base compact, s'il existe un hyperplan fermé H et un 
compact K C H telle que C = {tx : x S K,t > 0}. Maintenant, on a le 



X 

théorème suivant, [Cho| p. 140. 



Théorème 1.1. (Choquet) Soit C un cône convexe à base compact, métri- 
sable, alors pour chaque q G C il existe une mesure de probabilité /j, q , con- 
centrée sur E, telle que 



/(?) = / f(x)d/j, q (x) 
pour toute fonction f G V'. 



O 



En conséquence, il est intéressant de caractériser E. 

Dans cet article nous considérons le cône des fonctions plurisoushar- 
moniques négatives dans un domaine Q de C n , avec la topologie induite 
par celle de Lj oc (Q). C'est connu qu'il est un cône à base compact : pour H 
on prend {/G Lj oc (Q) : f G f dV = —1}, où G est un ouvert quelconque, rel- 
ativement compacte, de Cl. Voir [ Hor| p. 149 et 229. Nous dirons qu'une fonc- 



tion u plurisousharmonique négative est extrémale si elle est extrémale au 
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sens de cône convexe et maximale si (dd c u) n = 0. Pour un compact K dans 
fi on définit la fonction extrémale relative comme l'enveloppe supérieure de 
la famille U = {v € PSH(Q) : v < 0, v\K < — 1}. Remarquons qu'a priori 
cette fonction peut être non-extrémale au sens convexe, malgré le langage. 

La fonction de Green pluricomplexe (à plusieurs pôles) appartient au cône 
des fonctions plurisousharmoniques négatives. Elle est introduite par Lelong 
|Lcl] ainsi : Soit fi un domaine de C n , et 

A = {(iwi,z/i), . . . , (w k ,u k )} Cl!xl + , 

où M + = [0, oo). On appelle wi, . . . ,w k les pôles et V\,... ,Uk les poids. On 
pose 

U A ,n = {ue PSH(Q) : u(C) - Vj log |( - Wj\ < C u ,( ^ Wj ,j = 1, . . . , k}, 
et on définie la fonction de Green pluricomplexe 

g(z,A) = gsi(z,A) = sup{u(z) : u € U A ,n,u < 0}. 
S'il s'agit d'un seul pôle w et le poids est égal à 1, on écrit normalement 

g(z,w). 

Le problème d'extrémalité a été étudié par Cegrell et Thorbiôrnson [ |Cc-Th ] 



Soient d'abord n = 1 et Q = D, le disque unité. Dans ce cas ils ont montré 
qu'une fonction sousharmonique négative (p est extrémale si et seulement si, 
ou bien 

cp(z) = klos\- ?r|, k > 0, zq^D, 

1-zzq 

ou bien 

ip(z) = kP(z,£ ), k<0, Ço^dD, 
où on note P le noyau de Poisson de D. 

Passons au cas n > 2. Les mêmes auteurs ont généralisé leur précédent 
résultat, en montrant que dans un domaine O C C n , la fonction de Green 
pluricomplexe à un seul pôle g(-,w) est toujours extrémale pour chaque 
w E fi. Si celles-ci donnaient toutes les fonctions extrémales qui s'annu- 
lent au bord, alors le théorème de Choquet donnerait que toute fonction 
plurisousharmonique u négative ayant pour valeur au bord pourrait être 
représentée de la façon suivante : 



u{z) = \ g(z,w)dfi u (w), 
Jn 

où fj, u est une mesure positive. Ce type de potentiels a été étudié par le 



premier auteur [Car], qui a montré que la masse de Monge- Ampère d'un 
potentiel borné dans la boule est toujours une mesure absolument continue. 
Ceci suggère que les fonctions de Green forment un très petit sous-ensemble 
de E. 

Ici, nous montrons que si la fonction de Green à plusieurs pôles est 
décomposée, alors les deux parties sont également des fonctions de Green 
ayant les mêmes pôles, mais peut-être d'autres poids. En particulier, les fonc- 
tions suivantes sont extrémales : 1) la fonction de Green avec deux pôles de 
poids 1 dans la boule unité, 2) la fonction de Green avec deux pôles (a, 0) 
et (b,0) de poids 1 dans le bidisque de C 2 . Nous profitons du fait que ces 
fonctions sont connues explicitement. Au vu de cela on pourrait se deman- 
der si des fonctions négatives, et maximales dans un ensemble assez grand, 
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sont extrémales. Il est un peu surprenant que dans le cas du bidisque, les 
fonctions de Green avec des poids distincts, ne soient pas extrémales. Nous 
montrons cela par un calcul explicite de ces fonctions. 

Ensuite, nous montrons que la fonction max{log \z\, — 1} dans la boule 
unité (la fonction extrémale relative d'une boule plus petite) est extrémale. 
Il est tentant de conjecturer que toute fonction extrémale relative d'un com- 
pact assez régulier appartient aussi à E. 

Toutes les exemples donnés jusqu'ici concernent des fonctions qui s'annu- 
lent au bord du domaine. Nous discutons brièvement des fonctions qui ne 
s'annulent pas sur tout le bord, et nous donnons un exemple élémentaire. 

Passons à notre deuxième sujet. On introduit d'abord la fonction de 
Lempert. Soit D le disque unité, et fi et A comme plus haut. Pour tout 
point z G il, on note F z = F Zy A la famille des application analytiques 
/ : D fi, telles que /(0) = z et qu'il existe des points Ci> ■ ■ ■ Xk € D 
avec f((j) = Wj, j = 1, . . . , k. On appelle ces applications, aussi bien que 
leurs images, des disques analytiques ajustés à A. Pour tout / G F z on 
définie d(f) = Y^j=i u j 1°£ 10 1 e * la fonction de Lempert ô(z, A) = 5q(z, A) = 
inî{d(f) : f € F z }. On voit facilement que Ô(-,A) > g(-,A) avec égalité si 
et seulement si ô est plurisousharmonique. Un théorème remarquable de 



Lempert [Lem] dit que cela est vraiment le cas si fi est convexe et k = 1. 



Beaucoup plus tard Coman JCom ] a montré que c'est aussi le cas si fi est la 



boule unité, k = 2, et les poids sont égaux. 
On définit 



ô A (z) = min 6(z,B). 



Évidemment, on a 



ô(;A)>ô A (-)>g(-,A). 



Coman [Com] a conjecturé que, dans des domaines convexes bornés, la 



deuxième inégalité est toujours une égalité. Plus tard, Wikstrôm [Wik|, a 
montré que dans ces domaines, la première inégalité est toujours une égalité. 
En conséquence, il reformule la conjecture sous le forme S(-,A) = g(-,A). 
Wikstrôm a aussi montré le théorème suivant. 



Théorème 1.2. |Wik] corollaire 2.3. Soit Q un domaine borné et taut de 
C n , et soit A comme plus haut. Alors pour tout z £ fi il existe un disque 
analytique f, tel que /(0) = z, passant par un sous-ensemble (non-vide) 
{wj 1 , . . . ,Wj m } de {u>i, . . . ,Wk}, tel que d(f) est égal à la borne inférieure 
dans la définition de 

5 A (z) =S(z,{(w jl ,u jl ),... ,(w jm ,u jm )}). 

Motivé par ce théorème, il propose la définition suivante. Si 5(z, A) = d(f) 
pour quelque disque / passant par z et par un sous-ensemble non-vide 
de A, alors / est appelé un disque extrémal pour z et A. Ensuite il car- 
actérise les disques extrémaux dans des domains convexes, ce qui généralise 
un théorème de Lempert. Il fait remarquer que les poids sont invisibles dans 
la caractérisation, ce qui indique que la conjecture peut être problématique, 
ou en tous cas impossible de montrer en utilisant cette méthode. 

Dans cet article nous donnons un contre-exemple à la conjecture de Co- 
man. En effet on a le théorème suivant. 
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Théorème 1.3. Soit Q le bidisque d'unité et soit A = {((a, 0), 1), ((b, 0), 2)} 
avec < \a\, \b\ < 1. Alors ô(z,A) jà g(z,A). 

Il s'ensuivra un même résultat pour des domaines convexes, suffisamment 
proche de S7. Le défaut de la conjecture dépend largement du fait que la 
fonction de Green actuelle n'est pas extrémale. Il est alors tentant de modifier 
la conjecture de manière à la restreindre aux fonctions de Green qui sont 
extrémales. Pourtant, nous estimons qu'il n'y a pas suffisamment de support 
pour faire une conjecture d'aucune façon. 

2. La fonction de Green à plusieurs pôles 



Commençons avec un lemme connu | Ce-Th | , | Kië | . 

Lemme 2.1. Soient G une boule de C n , centrée à l'origine, et u une fonc- 
tion plurisousharmonique négative dans G. On pose 

^ u (z,r) := —— sup u(£z), 
log r Ç6rD 

pour z G (l/r)G et < r < 1. Alors 

1) pour tout z fixé, ï& u (z,r) est une fonction croissante de r (sur son do- 
maine de définition), donc la limite 

m u {z) = lim¥ u (z,r) 

rj.0 

existe, 

2) pour z fixé, ou bien u z : £ \—* u(£z) est identiquement — oo, ou bien elle 
est sousharmonique et on a ^? u (z) = A-u 2 ({0}) ; donc ^ u {z) es t linéaire en 
u, 

3) il existe une constante a > (le nombre de Lelong de u à l'origine) et 
un ensemble pluripolaire E C C n , tels que ^> u {z) = a si z £ E et ^f u ( z ) > a 
si z G E, 

4) pour chaque z G G et |£| < 1 on a u(£z) < a log |£|. 

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que G = B, la 
boule unité. 

1) et 2) sont des résultats de théorie du potentiel classique, cf. par exemple 
jRânj , p 46 et 78. 

3) Il résulte de 1) que 

-f îl (z) = lim-f ll (2,r)= sup -^ u (z,r) = sup — - — sup u(Çz), 

r i° R>r>0 R>r>0 — ic, g r |Ç|=r 

pour tout z G C n et R assez petit. Par conséquent, (-*„)* G PSH(C n ) et 
comme elle est négative elle est constante (= —a). On pose E = {z G C n : 
(—^> u )*(z) ^ — ^ u (z)}. Alors E et a ont les propriétés souhaitées. 

4) Grâce à la monotonie on a 

sup u(£z) = V u (z,r) > ^u(z) > a, 

logr | Ç | =r 

donc 

sup u(£z) < a log 
|£|=r 

ce qui achève la preuve. □ 
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Soient Q un domaine hyperconvexe borné dans C n , et A comme dans 
l'introduction. Il est commode d'introduire un ordre partiel sur (IR + ) fc défini 
par = (/ii,... < {vi,... ,v k ) = v si [ij < Uj,j = 1, . . . , k. Les pôles 
étant fixés, on note g u la fonction de Green de poids Vj en Wj, j = 1, . . . , k, et 
v G (R + ) fc (voir la définition dans l'introduction). On a le théorème suivant. 



Théorème 2.2. [Lel] La fonction g u est l'unique solution du problème de 
Dirichlet suivant : 

u g c(n \ A) n PSH(n) 

(dd c u) n = dans Q\A 

u(z) — Vj log \z — Wj\ = 0(1) si z — > Wj pour tout j 
u(z) — > si z — > <9r2. 

La proposition suivante est une généralisation d'un théorème de [ pe-Thf . 

Proposition 2.3. Supposons que g u = ipi + ipi. Alors, il existe X G (M + ) fc 
tel que A < v, <ç x = 9\ et (p 2 = g v -\- 

Démonstration. Notons Xj le nombre de Lelong de (fi et [ij celui de cp 2 en 
Wj. On commence par faire une étude locale en chaque pôle Wj. Sans perte 
de généralité on peut supposer que j = 1 et w\ = 0. En utilisant les 2) et 



3) du lemme £7y on obtient V\ = ^ 9v {z) = ^^(z) + ^^(z) > X± + fii, avec 
égalité presque partout. Il s'ensuit que v\ = Ai + m et que les ensembles 
exceptionnels de ipi et (p 2 sont en réalité vides. D'après le 4) du lemme 



2.1 , on a ^i(^) < Ai log |^| si |Ç| < 1. Donc a{z) = (fi(z) — Ai log |z| 
est supérieurement bornée au voisinage de 0, et de la même manière nous 
trouvons que b(z) = ^2(2) — /xi log |^| y est supérieurement bornée. Mais 
leur somme est égale à g v {z) — v\\og\z\ qui est inférieurement bornée au 
voisinage de 0, alors a et b le sont aussi. Nous avons montré que tpi et ^2 
ont le comportement souhaité en chaque pôle, et que u = A + fi. 
On a de plus, 

= (dd c g) n = (dd c ^) n + (dd c (p 2 ) n + ... 

en dehors de A, où les termes restants sont positifs, ce qui montre que 
(dd c ipi) 2 = 0, i = 1,2. Le théorème 2.2 donne maintenant (pi = g\, et 



<P2= 9n = 9u-\- □ 

Corollaire 2.4. Pour démontrer que g v est extrémale, il suffit de démontrer 
que g u = g\ + g^ entraîne que le vecteur A est proportionnel à v. En partic- 
ulier, dans le cas d'un seul pôle, g v est toujours extrémale. 

Démonstration. Soit donnée une décomposition g v = <p\ + (p%. D'après la 
proposition, on a en réalité g u = g\ + g^. Par hypothèse on sait que A = eu 
où < c < 1. Comme g cv = cg u , g v est extrémale. □ 

Supposons que les pôles A = {w\ . . . , Wk\ et les poids v = (yx, . . . , ut) 
sont fixés. Soit P le sous-ensemble de (M + ) fc défini par 

li = (/ii, . . . , fi k ) G P & g v = g^ + g v -^. 

Alors, {eu : < c < 1} C P avec égalité si et seulement si g v est extrémal. 

Proposition 2.5. L'ensemble P est convexe. 
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Démonstration. Supposons que \i, A G P. Alors, 

9v = ag p + {l-a)g v = a[g^+g p -^) + {l-a)[g x +g p - X ) = [ag^ + (l-a)g x } + 

Maintenant il suffit de montrer que ag^ + (1 — a)g x = g af i+(i-a)\- On a en 
dehors de A : 

= (dd c g u ) n = {dd c [g, + g v ^]) k A (dd c [g x + g^ x ]) n ~ k 
! " =(dd c gJ k A(dd c g x ) n - k + ... , 

où les termes restants sont positifs. Il s'ensuit que 

(dd c [ag, + (1 - a)g x ]) n = £ (?V(1 ~ °)""* (dd c g,) k A {dd c g x ) n ' k = 

en dehors de A. Comme ag p + (1 — a)g x a le comportement correct en chaque 



pôle, le théorème 2.2 termine la preuve. □ 



Passons au cas de la boule unité avec k = 2 et des poids égaux. Comme 
nous avons signalé dans l'introduction, Coman |Com] a calculé la fonction 



de Green correspondante. Rappelions une partie importante de ce calcul. 
Après un automorphisme approprié, on peut supposer que les pôles se situent 
symétriquement en w\ = (—(3,0) et W2 = ((3, 0), où /? G (0,1). Soient z = 
(0,7), et S l'ensemble des paires (s,t) G (0,1) x D telles qu'il existe un 
disque analytique / : D — > B avec /(0) = z, /(s) = w\, et f(t) = W2- Alors, 

S = {(s, t) G (0, 1) x D : s / t, s 2 > c, \t\ 2 > c, E(s, t) > 0}, 

où c et d sont des constantes (qui dépendent de f3 et 7) et 

E{s,t) = (s 2 - c)(\t\ 2 - c)|l - st\ 2 - (1 - s 2 )(l - \t\ 2 )\st + d\ 2 . 

Grâce à la symétrie, la fonction de Lempert est réalisée par un disque cor- 
respondant à un point de S avec t réel. 

En utilisant le calcul de Coman, nous montrerons que la fonction de Green 
correspondante est extrémale. 

Théorème 2.6. Soient £1 = B, la boule unité dans C n , n >2, et w\ et u>2 
deux pôles donnés, avec v\ = 1/2 = 1. Alors, 5(1,1) est extrémale. 

Démonstration. Commençons avec le cas n = 2. Sans perte de généralité on 
peut supposer que les pôles se situent symétriquement. Nous sommes alors 
dans le cas décrit ci-dessus. Supposons que 5(17) = 9( p , q ) + 9(i- P ,i- q )- Nous 
avons alors 

(2) 

5(17) = 9(p,q) + 9{l-p,X-q) < Ô(p,q) + ^(l-p.l-g) 

= inf{plog [Cl 1 +<?log|C2|} +inf{(l -p) log |Çi| + (1 - q) log | C2 1 > 

<inf{log|Ci| + log IC2 [} = 5(i,i) = 9{l,i), 

où la dernière égalité est le théorème de Coman et toutes les bornes infé- 
rieures sont prises sur la même famille de disques analytiques. En particulier, 
le disque extrémal de 5n 1) est extrémal pour 6f P:q ) et ôn_ Vt i_ q \ aussi. Donc, 
les fonctions S — ► M. : 

(s, t) 1 ► s\t\, (s, t) 1 * s p |i| 9 , (s, t) 1 * s 1 ^! 1 -" 
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sont minimales au même point a G d S. Coman a montré que E(a) = tandis 
que dS G C 1 au voisinage de a. Alors les gradients de ces trois fonctions 
sont proportionnels, et p = q. La preuve est finie dans le cas n = 2. 

Passons ELU CclS général. On suppose que les pôles se situent symétri- 
quement dans le disque {z G B n : Z2 = ... = z n = 0}, et on note 
z = (zi,Z2,... ,z n ) = (zi,z'). Alors, la fonction de Green g^n^(z) n'est 

~2 



que la fonction de Green de la boule de dimension 2, g^ t ^, évaluée au point 
(z\, ll^'H), cf. [Com], corollaire 4.6.3. On note 8 n et ô 2 les fonctions de Lem- 



pert correspondantes. Soit < Z2 < 1 et U une rotation unitaire dans C n_1 
envoyant (Z2,0, ... , 0) sur z' . Si (p = (ipi,p2) est un disque analytique ap- 
partenant à la famille qui définit 5 2 p q ^(zi, Z2), on peut fabriquer un disque 
(p = (ifi,(f>2) qui appartient à la famille qui définit 5™ p q ^(zi, z') en posant 

(pi = ipi et (f>2 = U o (f2. Evidemment, on peut aussi faire l'inverse. Ceci 
montre que ô™ p q ^{zi, z') = <5? q )(, z ii \ \ z '\ï)- Maintenant on peut faire un cal- 
cul analogue au précédent (y) : 

*(i,l)(*i>*') ^.ij^IjH^II) = 9(i,i)(zi, Ik'll) = 9{x,i){zi,z') 
(3) =9l, q) (zi,z')+gf 1 _ ptl _ q) (z 1 ,z') 

<ô n M (zi,z') + ôf 1 _ p!l _ q) (z 1 ,z') < SfaizxJ) 

On trouve une contradiction comme plus haut. □ 

Soient maintenant D x D le bidisque de C 2 , et ai G D, i = 1 . . . , k. On 
note Ti{z\) = log | i^ a * \ la fonction de Green du disque unité. Alors la 
fonction de Green de pôles Wi = (aj,0) et poids 1 = (1, . . . ,1) est connue 



I Çâjl : 



(4) gi (z) = max{^Ti(zi),log|2;2|}- 

i=i 

Généralisons cette formule. On garde la position des pôles, mais on autorise 
des poids différents. Sans perte de généralité on peut supposer que 1 = vi > 
V2 > ■ ■ ■ > v k . 

Théorème 2.7. Dans la situation décrite, si au moins deux poids sont 
différents, la fonction de Green est la suivante : 

fc-i 

( 5 ) 9u = 9{i,u 2 ,...,y k ) = v k h k (z) + ^{Vj - u j+1 )hj(z), 

3=1 

où hj = max{Ti(zi) + . . .+Tj(z\), log \z2\} est la fonction de Green de DxD 
avec le poids 1 en wi , . . . ,Wj. 

Par conséquent, elle n'est pas extrémale. En revanche, si tous les poids 
sont égaux ( cf. la formule fâ) ) elle est extrémale. 

Démonstration. Soit b(z) la somme de (||). Commençons par montrer que 



b. Il suffit de vérifier les quatre conditions du théorème 2.2. Les première 
et quatrième conditions sont triviales. On vérifie la troisième condition. Au 
voisinage de wi, la fonction hj peut s'écrire hj(z) = log \\z — wi\\ + O(l) si 
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j > l, et elle y est bornée si j < l. Il s'ensuit que 

( ^ \ 

b(z) = \v k + ^2(uj - Vj+i) \og\\z - wi\\ + 0(1) = z^log \\z - wi\\ + 0(1) 

au voisinage de wi. Il nous reste à vérifier que b est maximale en dehors 
des pôles. On constate que, pour tout point excepté les pôles, il existe un 
voisinage U où toutes les hj, sauf peut-être une, sont pluriharmoniques. 
Donc, dans U, la masse de Monge-Ampère de b est donnée par la fonction 
exceptionnelle et comme toutes les hj sont maximales on conclut que g = b. 

La formule (|5|) implique évidemment la non-extrémalité de g v dans le cas 
où les poids sont distincts. Finalement, supposons que g\ = g u + gi- v , où 
les Vj sont dans un ordre décroissant. On peut écrire en utilisant (||) 

k-1 

gu = v k h k + ^(uj - Vj+x)hj. 
i=l 

De même on a 

k-i 

gi-u = (1 - vi)hk + - Vj+i)h'j, 

3=1 

où h'j est la fonction de Green associée à l'ensemble des pôles, complémentaire 
de celui de hj. Cela entraîne que la fonction hj + h'j a des pôles de poids 1 
en tout Wj, 1 < j < k. On trouve par substitution 

fc-i 

{v\ - v k )h k = }Xvj - Vj+i)(hj + h'j). 

3=1 

Comme pour j < k on a hj + h'j < h k avec inégalité stricte quelque part 
dans D x D, on conclut que tous les v k sont égales, et le théorème est 
démontré. □ 

Remarque. Nous donnons une autre forme de la fonction de Green à poids 
différents : 

g u = max{u 1 (z),... ,u k (z),log\z 2 \} 

où 

k 

ui(z) = 'Y^v i T i {zi), 

i=l 

3-1 

Uj(z) = Vj log |22 1 + yX V i - u j) T i( z l)' 1<j<k. 

2=1 

Nous esquissons la preuve. Soit a(z) le max. On a 

k 

Ui := {z : a{z) = u x (z)} = {z : log \z 2 \ < ^Tfa)}, 

i=i 

j 3-1 

Uj := {z : a(z) = Uj(z)} = {z : y~]Tj(zi) < \og\z 2 \ < y~]Tj(zi)}, 

i=l i=l 
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pour j = 2, . . . , k, et 

V := {z : o(z) = log \z 2 \} = {z : log \z 2 \ > Ti(z±)}. 

Remarquons que ces ensembles sont invariants par changements des poids, 
tant que l'ordre des poids est inchangé. 

Dans Ui, on a hj(z) = Ti{z\) + . . . + Tj(z\) et dans F on a hj(z) = log |z2| 
pour tout j. Dans £/j, Z = 2, . . . , k, on a frj(-z) = Ti(z{) + . . . + Tj(z\) si 
1 < j < l — 1 et hj(z) = log \z 2 \ si j > l. En utilisant cela et en considérant 
chaque ensemble séparément, on peut vérifier que a = b. 

Remarque. Le théorème reste vrai pour le polydisque dans C n , si tous les 
pôles se situent dans le disque {z 2 = ■ ■ ■ = z n = 0}. Dans ce cas, il faut 
remplacer log \z 2 \ par v(z) = maxjlog \z 2 \, . . . , log \z n \}. 

3. La fonction maxjlog \z\, — 1} dans la boule unité 

Soit u(z) = maxjlog \z\, — 1} la fonction relative extrémale du compact 
B\ = {z : \z\ < 1/e} dans la boule unité B de C 2 . On note B 2 = B \ B\ . On 
considère la question de Pextrémalité de u. 

Théorème 3.1. La fonction u est extrémale. 

Démonstration. Supposons que u = (p\+(p 2 , où ipi est une fonction plurisous- 
harmonique négative dans la boule B, i = 1, 2. Remarquons que les fonctions 
ifi sont supérieurement continues et leur somme est continue : elles sont alors 
continues. De plus, — 1 < (fi < 0. 

Dans Bi, la fonction u est pluriharmonique. Dans B 2 , elle est harmonique 
sur chaque droite passant par l'origine. Plus précisément, pour chaque q € C 
fixé, z\ \— > u(zi,qzi) est harmonique dans la couronne l/(ey 1 + \q\ 2 ) < 
\z\ | < + \q\ 2 . (De plus, z 2 i— > n(0, Z2) est harmonique dans la couronne 

1/e < ^2 1 < 1, ce qui correspond à q = 00.) Par conséquent, ipi et <^2 ont 
également toutes les propriétés mentionnées. 

On va démontrer le théorème sous une condition supplémentaire, que <pi 
(et donc ip 2 ) ne dépend que de z\ et \z 2 \, qui sera enlevée après. D'abord 
ne dépend que de z\ dans B\. Pour voir cela, on fixe z\. Alors (p± est une 
fonction harmonique de z 2 dans un disque centré en 0, et ne dépend que 
de \z 2 1, donc elle est constante. Il s'ensuit que la fonction suivante est bien 
définie : v(zi) = iç\ \b y (z\, z 2 ) pour \z±\ < 1/e. On pose aussi V(z) = (fi(z) 
dans B 2 . La fonction v est harmonique et continue jusqu'au bord. La fonction 
V est confondue avec v sur \z\ = 1/e, elle est continue jusqu'au bord, elle 
s'annule sur dB. De plus elle est harmonique sur chaque droite complexe 
passant par l'origine. Ceci montre que pour chaque v donnée, V est unique 
si elle existe ; s'il y avait deux telles fonctions, on considérerait leur différence 
sur les droites. 

La fonction v admet la représentation 

00 

v( Zl ) = ^ c n (er)^e me 

n=— 00 

dans le disque \z±\ < 1/e. Ici, z\ = re ld , et 

v{e- 1+it )e~ int dt. 
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Note que co = v(0) = y?i(0) G (—1,0). On cherche ensuite une fonction 
Hf(w), < t < 1/e, qui soit harmonique dans la couronne t < \w\ < et, avec 
les valeurs au bord H t (w) = sur le cercle \w\ = et et H t (w) = v{w) sur 
\w\ = t. On vérifie sans peine que 

?/i Jï, (ptl\ii)\\ 2n — 1 

iï t H = -co log \-\ + Ç (c„(eu;)" + c_ n (e«)) n ) 1 

est la solution unique de ce problème. 

Considérons maintenant, pour 22/21 fixé, la fonction w 1— > F(k;, (22/21 )u>). 
Si l'on pose t = |2i|/(e|2|), elle se confond avec H t . Par conséquent, 

F (w, (z 2 /z 1 )w) =- c log |^ 



zi 

( 6 ) _°° Ii \ ■ ,,.1 ! ,2;, 



+ (c n (ew) n + c^ n (ew) n ) " ^ _[ ■ 



1 

En particulier, en posant w = z\ on trouve 



00 



V(zi,z 2 ) = -c log \z\ + ^2 {c n {ezi) n + c_ n (e2i) n ; 



(VM) 



In 



1 



e 



2n _ l 



Pour abréger, remplaçons c n e^/(e 2 ^ — 1) par 6 n , n / 0, et — co par a; la 
formule se ramène à 

00 

V( Zl ,z 2 ) = alog \z\ + M + b- n z?) ((l/\z\) 2n - 1) . 

1 

Comme V a des valeurs réelles, on obtient o_ n = b n , de sorte que V (2) = 
alog|2| + Re/(2i/|2| 2 ) — Re/(2i) où / est une fonction holomorphe dans 
le disque de rayon e (car 1/e < \z\ < 1, on a < |2i|/|2| 2 < e). Posons 
(7(2) = /(I/2) : g est holomorphe au dehors du disque de rayon 1/e, et 
V(z) = alog \z\ + Reg(2i + 2 2 22/21) - Reo(l/2i). 

On calcule ensuite le signe du déterminant (dd c h) 2 de la matrice Hessienne 
de h(z) := V(z) — alog|2| = Reo(2i + 2222/21) — Re 5(1/21). Le dernier 
terme est pluriharmonique. Il suffit alors de considérer g{z\ + z 2 z 2 j ' z\). Il est 
commode de faire le changement de coordonnées suivant : w\ = z 2 / z\ , w 2 = 
z\. Comme il est holomorphe, le signe du déterminant ne changera pas, et 

2Reg(2i + 2222/21) =2 Re g{w 2 (l + wiwi)) 

(7) 

=g(w 2 (l + w±wi)) + 5(^2(1 + W1W1)) =: h{w). 

La dernière expression étant harmonique en w 2 , il est superflu de calculer 
d 2 h/dw\dw\ : et le déterminant vaut 



d 2 h 



dw\dw 2 



2 



\w\(Di + D 2 w 2 (l + wiw\))\ 2 , 



où Dj note la dérivée j-ième de g évaluée au point w 2 (l + wiwi). On conclut 
que, ou bien le déterminant de la matrice Hessienne de h est négatif quelque 
part, ou bien D\ + D 2 w 2 (l + wiWi) s'annule partout. 
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Si le déterminant est négatif en un point, nous allons déduire une contra- 
diction. En effet, dans £>2, 

(cM c V?i) 2 = (dd c V(z)) 2 = {dd c h(z)) 2 + 2add c log\z\ Add c h(z), 

et 

{dd c ^ 2 ? = (dd c {\og\z\-V{z))f = (dd c h{z)f -2(1 -a)dd c log \z\ Add c h(z). 

Car a = —cq G (0, 1), il résulte que, au point où (dd c h) 2 est négatif, ou bien 
(dd c <pi) 2 < 0, ou bien (dd c ip 2 ) 2 < 0, ce qui est contradictoire. 

Si, d'autre part, D\ + D2W2O- +W1W1) s'annule partout, on voit, en rem- 
plaçant ^2(1 + W1W1) par z, que g'(z) + zg"(z) = partout. Mais cela est 
impossible lorsque g est holomorphe au voisinage de l'infini, sauf si g est 
constante. Alors / = 0, V{z) = alog|z| et par continuité <fi(z) = au{z). 
Ceci achève la démonstration sous la condition supplémentaire. 

Passons au cas général. On définit 

(8) $i = -!- 1^ i Pi (z 1 ,z 2 e ie )de, i = l,2. 

27T Jo 

Alors g = $1 + $2, et $j ne dépend que de z\ et |^2|> * = 1, 2, donc le cas 
spécial montre qu'il existe une constante a > telle que = au(z) pour 

tout z € B. Or sur la droite complexe Z2 = 0, on a $i(z) = tpi(z), ce qui 
implique que (fi(z) = au(z) sur cette droite. 

Finalement, si d est une droite complexe quelconque passant par l'orig- 
ine, il existe une transformation unitaire R^, telle que = {Z2 = 0}. 
Comme u est invariante par cette transformation, on peut évidemment rem- 
placer ifi par ifi o R d dans l'argument précédent. Ceci montre que (p\ (z) = 
a<iu(z) sur d, où > 0. L'origine étant un point commun à toutes les droites, 
on obtient le résultat escompté. □ 

Remarque. Le théorème reste vrai pour n > 3, avec presque la même démon- 
stration. Il faut d'abord supposer que les composantes ne dépendent que de 
Z\ et ll-z'H, où z 1 = (z 2 , ■ ■ ■ ,z n ). On conclut qu'elles sont proportionnelles à 
u. Ensuite, on remplace la formule (^) par 

$i = (n * / <pi(z 1 ,z 2 e i02 ,... ,z n e ien )d9 2 ---d9 n , i = 1,2, 

\ llT ) J[0,2Tr] n - 1 

etc. 

4. Fonctions extrémales qui ne s'annulent pas sur tout le bord 

Si sup z6r2 u(z) = c < 0, alors u n'est pas extrémale puisqu'elle peut être 
décomposée : u(z) = h/2 + (u(z) — h/2), où h est une fonction plurisoushar- 
monique avec c < h < 0, qui n'est pas une multiple de u. Il s'ensuit que 
toute fonction extrémale, continue jusqu'au bord, s'annule quelque part au 
bord. 

D'autre part, il est facile de donner un exemple d'une fonction extrémale 
qui est négative sur une grande partie du bord. On prend simplement la 
fonction log|zi| dans le bidisque. Supposons que log|zi| = (fi(z) + ^2(2). 
Si on fixe z 2 , on a log | • | = Pi(-,z 2 ) + ip%{-,z%). Comme le logarithme est 
extrémal dans le disque unité, on conclut que tpi(z) = c(z 2 ) log \z±\. Ensuite, 
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en fixant z±, on trouve que c{z2) est harmonique. On calcule (dd c u) 2 (z) = 
— \dlog \z\\/dzi\ 2 \dc{z2) / dz2\ 2 < 0. Comme u est plurisousharmonique l'ex- 
pression s'annule partout. En conséquence, c est constante. 

Si f2 est un domaine B-régulier (par exemple la boule), le problème de 
Dirichlet de l'équation de Monge- Ampère a une solution pour toute fonction 
/ continue sur le bord. On peut se demander pour quelles fonctions / la 
solution est extrémale. Il faut que l'ensemble où / s'annule soit suffisamment 
large, mais le problème reste mystérieux. 



5. LA CONJECTURE DE COMAN 

Les définitions utilisées dans cette section se trouvent dans l'introduction. 
La fonction de Green dans le bidisque, que nous avons calculée plus haut, 
donne un contre-exemple à la conjecture de Coman. Pour montrer cela nous 



utiliserons les théorèmes 1.2 et 2.7 et le résultat suivant 



Théorème 5.1. [Wik], théorème 2.4. Soient fl un domaine borné convexe 



de C n et A comme plus haut. Alors ô (z) = ô(z, A) pour tout z G O. 

Dans le reste de l'article nous fixons deux pôles (a, 0) et (6, 0) dans le 
bidisque, a / b et a, b ^ 0, et un point z = (0,7), tel que \ab\ < \j\ < 
min{|a[, \b\}. On note g p<q la fonction de Green function avec poids p en 
(a, 0) et q en (6,0), évaluée en z, et de même ô Pjq . Remarquons que, d'après 
le théorème |77|, g 1)X = log [7], g lfi = log \a\, et 52,1 = 91,1 + 9i,o = log M + 
log \a\. 

Maintenant nous pouvons démontrer notre théorème. 



Démonstration du théorème 1.5. Il suffit de montrer que ^2,1 > 52,1- O n 
sait déjà que #2,1 > 52,1- Supposons que l'inégalité est une égalité. Alors 

52,1 =51,1 + 51,0 < h,i + £1,0 
(9) = inf{log |Ci| + log K2I} + mf{log [ Ci [ > 

<inf{21og [Ci| + log IC2D = ^2,1 = 52,1, 

où toutes les bornes inférieures sont prises sur la même famille F z . Donc, 
toutes les inégalités sont en réalité des égalités. En utilisant les théorèmes 



L2j et p.l| , la dernière borne inférieure est atteinte par un disque extrémal / 
qui passe par (a, 0) ou (6, 0) ou tous les deux. Il s'ensuite que / est également 
extrémal pour 6i t i et <5i 5 o. Pourtant, cela est impossible, d'après le lemme 
suivant. La contradiction donne le théorème. □ 



Lemme 5.2. Si \ab\ < I7I < min{|a|, il n'y a aucun disque extrémal 
commun à ôi t i et ô±fi. 

Démonstration. Commençons par caractériser tous les disques extrémaux 
pour ôifl. Soit / = (/i,/2) : D — > D x D un tel disque. Par définition, il 
existe Ci € D tel que /i(Ci) = a et fi(0) = 0. On a g\$ = log \a\, et cela est 
égal à <5i ; o, car cette valeur est atteinte par le disque 
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Donc [Ci = \a\. En utilisant le lemme de Schwarz on conclut qu'un disque 
passant par (a, 0) et z est extrémal pour Sio si et seulement si il est une 
rotation dans la première variable. 

Fixons maintenant un tel disque Ç h- ► (aC, /2(C))> ou \ a \ = 1; et supposons 
qu'il est extrémal pour ôi^. D'après le théorème |L2|il y a deux possibilités. 
Soit le disque passe par un seul pôle, ce qui est fatalement (a,0), soit par 
tous les deux pôles. Dans le premier cas, (a,0) serait l'image de Cl = a/a 
et on calculerait ôi t i = log \a/a\ = log \a\. D'autre part, si le disque passait 
par les deux pôles, ceux-ci seraient les images de Ci = a/a et C2 = b/a 
respectivement. Alors ô\ t i = log \a/a\ + log \b/a\ = log \ab\ dans ce cas. 

Pour conclure la preuve, on va montrer que 5i t \ = gi t % = log I7I, ce qui 
exclut les deux possibilités. On a | —y [ < \a\ < \a/b\, donc \jb/a\ < 1. Pareille- 
ment on obtient |7a/6| < 1. Par conséquent, on peut choisir Ci £ D tel que 
Ci = ja/b. Posons ( 2 = 7/C1, et (3 = a/Ci- Alors C2 € D, car | C2 1 2 = \jb/a\, 
et P € D car |/3| 2 = \ab/^\. Maintenant on définit un disque analytique par 

, > (a/- C - Cl C - C2 

/ : C [PC, 



I-C1CI-C2C, 

Il est facile de vérifier qu'il envoie Ci sur (a, 0), C2 sur (6,0), et sur (0,7). 
On calcule d(f) = log|Ci| + log | C2 1 = log|7|, ce qui termine la preuve du 
lemme. □ 



Théorème 5.3. Soit A comme plus haut. Il existe des domaines strictement 
convexes, lisses, contenus dans le bidisque, tels que g(z,A) jà ô(z,A). 

Démonstration. Soit (fij C D x D)j une suite croissante de domaines con- 
vexes, lisses, avec Ujll,- = D x D. On a ôçi-(z,A) > ô(z,A), parce que pour 
Çlj la borne inférieure est prise par rapport à une plus petite famille F z . 

Soit e > assez petit. Quand fij est si grand que G € = {z; g(z, A) < 
— e} C fij, alors g(z,A) + e est la fonction de Green de G e . Par conséquent 
<7n . (z, A) < g(z, A) + e. Ceci montre en notre cas le fait connu que, pour 
z fixé, la valeur gçi(z, A) varie continûment avec Q croissante. On a, avec 
z= (0,7): 

ôn à (z, A) > 5{z, A) > g(z, A) > g Q . (z, A) - e. 
Le théorème s'ensuit. □ 
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